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ABSTRACT
This script was aimed to determine the necessary conditions for boundedness of Riesz potential in the classical Morrey
space. If these results are combined with previous research results will be obtained the necessary and sufficient condition
for boundedness of Riesz potential. This necessary condition is obtained through the use of characteristic function as one
member of the classical Morrey space.
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ABSTRAK
Tujuan tulisan ini adalah menentukan syarat perlu untuk keterbatasan potential Riesz pada ruang Morrey klasik. Jika hasil
ini dikombinasikan dengan hasil-hasil penelitian sebelumnya akan diperoleh syarat perlu dan cukup untuk keterbatasan
potential Riesz pada ruang Morrey klasik. Syarat perlu ini diperoleh melalui pemakaian fungsi karakteristik sebagai salah
satu anggota dari ruang Morrey klasik.

Kata kunci: keterbatasan, potensial Riesz, ruang Morrey klasik

PENDAHULUAN
Operator T  dikatakan terbatas dari ruang X  ke ruang

Y , jika terdapat 1C  sehingga xCYTx :  dengan

Xx :  menotasikan norma x  di ruang X . Selanjutnya

operator T  dikatakan terbatas di ruang X , jika T  terbatas

dari ruang X ke ruang X.

Potensial Riesz didefinisikan oleh

                                                                                             (1)

dengan nRx  dan n0 .

Keterbatasan potensial Riesz telah banyak diteliti di

berbagai ruang, diantaranya di ruang Lebesgue

(Duoandikoetxea 2001), di ruang Morrey klasik (Peetre 1969),

dan ruang Morrey (Nakai 1994).

Ruang Lebesgue )( npp RLL  ,  p1 ,

didefinisikan sebagai ruang kelas-kelas ekivalen f sehingga

                                                                                         (2)

Oleh karena setiap anggota dari ruang Morrey klasik

merupakan anggota ruang Lebesgue lokal, maka sebelum

mendefinisikan ruang Morrey klasik terlebih dahulu

didefinisikan ruang Lebesgue lokal.

Ruang Lebesgue lokal, )( np
lok

p
lok RLL  ,  p1 ,

didefinisikan sebagai ruang kelas-kelas ekivalen f  sehingga

untuk setiap subhimpunan kompak S di nR  berlaku
S

p
dyyf )( .  Selanjutnya ruang Morrey klasik

didefinisikan sebagai berikut:

Misalkan ),( raB  adalah bola berpusat di nRa  dan berjari-
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)(,, npp RLL   , didefinisikan sebagai himpunan semua
p
lokLf   sehingga

                                                                                             (3)

Ruang Lebesgue merupakan bentuk khusus dari ruang

Morrey klasik sebab jika 0 , maka pp LL , .

Hasil penelitian terdahulu tentang keterbatasan

potensial Riesz yang didefinisikan pada nR di ruang Morrey

klasik diberikan dalam teorema berikut ini.

Teorema A. (Adams-Chiarenza-Frasca) Misalkan

pn  0  dan 
n

p 1 . Jika






npq

11
, maka

terdapat konstanta 0, qpC  sehingga untuk semua

,pLf   berlaku

 . . . (Chiarenza & Frasca 1987)

Teorema B. (Spanne) Misalkan n ,0 ,


n

p 1 , dan pq   . Jika npq




11
, maka terdapat

0, qpC  sehingga untuk semua ,pLf   berlaku

 . . . . . . . . . . . . . . .  (Peetre 1969)

Kedua teorema di atas berbentuk implikasi. Hal ini

mengisyaratkan bahwa kedua teorema tersebut tidak memuat

syarat perlu untuk keterbatasan potensial Riesz. Di samping

teorema berbentuk implikasi di atas terdapat teorema

keterbatasan potensial Riesz lainnya yang berbentuk

biimplikasi, yaitu teorema keterbatasan potensial Riesz di

ruang Lebesgue yang diberikan diberikan dalam teorema

berikut ini (Krantz 1999).

Teorema C. Misalkan 
n

p 1 . Operator I  terbatas

dari pL  ke qL  jika dan hanya jika
npq




11
.

Teorema hasil penelitian lainnya yang berbentuk

biimplikasi diantaranya adalah teorema keterbatasan operator

integral fraksional yang didefinisikan pada ruang kuasi metrik

(Eridani et al. 2009) dan dalam Edmunds et al. (2002).

Pembuktian syarat perlu dari keterbatasan I  di ruang

Lebesgue dilakukan dengan menggunakan operator dilatasi

sedangkan pada ruang kuasi metrik menggunakan fungsi

karakteristik. Dimotivasi oleh teorema-teorema berbentuk

biimplikasi di atas, penulis tertarik untuk menemukan syarat

perlu untuk keterbatasan I  di Ruang Morrey klasik dan

membuktikan hasilnya dengan menggunakan fungsi

karakteristik.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Prosisi berikut ini menyatakan bahwa ,pL  merupakan

himpunan tak kosong. Di samping itu proposisi ini juga

diperlukan dalam menentukan syarat perlu keterbatasan

potensial Riesz di ruang ,pL .

Proposisi 1. Untuk setiap bola ),(: ooo raBB 

dalam nR terdapat 0C sehingga:

a. oBo CIr 
   dengan oB  merupakan fungsi

karakteristik

b.
p

n

o
p

oB CrL
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Bukti: Diambil sebarang bola ),(: ooo raBB   dalam nR .

a. Diambil sebarang oByx ),( ,

maka ooo ryaaxyx 2 ,

sehingga   
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b. Diambil sebarang bola B  dalam nR , misalkan ),(: raBB  .

Karena

    maka

Berdasarkan Proposisi 1 di atas diperoleh bahwa untuk

setiap bola ),(: ooo raBB   dalam nR , ., p
oB L

Teorema berikut ini memuat syarat perlu dan cukup

untuk keterbatasan potensial Riesz di ruang Morrey klasik.

Teorema 1. Misalkan pn  0  dan .1

n

p 

Syarat perlu dan cukup untuk keterbatasan I  dari

ruang ,pL  ke ruang ,qL  adalah .
11






npq

Bukti: Syarat cukup. Bukti syarat cukup untuk

keterbatasan I  dari ruang ,pL  ke ruang ,qL  dapat

dilihat di (Chiarenza & Fraca 1987).

Syarat perlu. Misalkan I  terbatas dari ruang ,pL

ke ruang ,qL . Diambil sebarang bola ),(: ooo raBB 

dalam nR . Berdasarkan proposisi 1b diperoleh ., p
oB L

Oleh karena itu terdapat konstanta 1C  sehingga

 . . . . . . .  . . . . . . . . . . (1)

Berdasarkan proposisi 1a, (1), dan definisi ruang

Morrey klasik diperoleh
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Karena pertidaksamaan terakhir berlaku untuk sebarang

bola oB , maka

sehingga

Teorema 2. Misalkan n ,0 , dan ,1

n

p   dan

.pq    Syarat perlu dan cukup untuk keterbatasan I

dari ruang ,pL  ke ruang ,qL  adalah .
11

npq




Bukti: Syarat cukup. Bukti syarat cukup untuk

keterbatasan I  dari ruang ,pL  ke ruang ,qL  dapat

dilihat di Peetre (1969).

Syarat perlu. Misalkan I  terbatas dari ruang ,pL

ke ruang ,qL . Diambil sebarang bola ),(: ooo raBB 

dalam nR . Berdasarkan proposisi 1b diperoleh ., p
oB L

Oleh karena itu terdapat konstanta 1C  sehingga

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Berdasarkan proposisi 1a, (2), dan definisi ruang

Morrey klasik diperoleh

Karena pertidaksamaan terakhir berlaku untuk sebarang

bola oB , maka

sehingga

SIMPULAN
Syarat perlu untuk keterbatasan potensial Riesz di

ruang Morrey klasik dapat dicari melalui penggunaan fungsi

karakteristik. Fungsi karakteristik ini diduga dapat digunakan

untuk menentukan syarat perlu untuk keterbatasan potensial

Riesz dan operator integral lainnya di ruang lainnya pula.

Oleh karena itu tindak lanjut penelitian ini adalah

mencari syarat perlu untuk keterbatasan potensial Riesz dan

operator integral lainnya di ruang lainnya pula.
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